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Li Teorìa delle Serie, considerata come un semplice mezzo 
di approssimazione si estende indefinitamente a tutte le parti dell’ ana- 
lisi allorchè vogliono applicarsi ai casi particolari le formule generali, 
e sotto questo punto di vista le Serie non debbono considerarsi che 
come trasformate di espressioni per verità più semplici, perchè com- 
poste di un limitato numero di termini, ma che non si prestano 
con facilità al Calcolo numerico. In questo caso la soluzione di 
qualsivoglia problema naturalmente sì compone di due parti, avendo 
l’una per oggetto l'indagine del rapporto finito tra le variabili e 
le costanti, e l’altra il modo di esprimere una di queste quantità 
per le altre. Ma bene spesso succede che l’imperfezione dei metodi 
analitici non ci concede di giungere al primo scopo, ed in queste 
circostanze la Teorìa delle Serie è di un uso ancor più apprezza- 
bile; E siccome questa Dottrina ha data l'origine al Calcolo diffe- 
renziale, ed integrale, così amcora supplisce al loro difetto, ed offre 
il più semplice mezzo per la soluzione dei problemi che dipendono 
dalla Integrazione delle Equazioni differenziali, porgendo anche 
il modo di ottenere se non esatti resultati, almeno tali che possa 
l’errore ad arbitrio diminuirsi, e talvolta perfino ristringersi entro 
limiti determinati. Questi vantaggi tanto più sono valutabili, in 
quanto che, come abbiamo osservato, conviene quasi sempre adottar 
la forma delle Serie anche quando si giunge ad espressioni finite, 
la ricerca delle quali pertanto nella pratica soluzione di un pro- 


blema può sovente considerarsi come superflua. 
* 


II 


Ma considerata la Dottrina delle Serie indipendentemente dal 
suo pratico uso nella soluzione dei problemi che sipario dalla 
Integrazione delle Equazioni differenziali, allora essa non è di una 
utilità così manifesta. Ed infatti il primo, e più importante oggetto 
dell’analisi quello sì è di mettere in evidenza i rapporti che distin- 
guono le varie funzioni, e la loro classazione , in modo che apparisca 
come le une possono alle altre ridursi, € quali siano le ageniial 
mente irreducibili, in una parola, assegnandone 1a indole distintiva + 
Simile intento non potrebbe, almeno nell’attuale stato dell’analisi P 
ottenersi , allorchè queste funzioni siano espresse in serie infinite, 
nelle quali sovente una stessa forma generale può rappresentare 
fanzioni di matura differentissima, e duve forme diverse spesso sl 
riportano a funzioni congeneri. 


III 


Quindi è senza dubbio che i primi Geometri dei nostri tempi 
tanto hanno consacrato del loro studio alla sommazione delle serie , 
alle quali, dopo averle fatte supplire alla insufficienza del Calcolo 
Integrale, hanno applicato questo Calcolo stesso per ridurle ad 
espressione finita. Nell’immenso numero delle ricerche che rendono 
il nome di Euler sacro ai Cultori dell'analisi, quelle sopra l’ esposto 
oggetto sono le più moltiplici, e le più variate, e dove ha parti 
colarmente sviluppate le prodigiose risorse del suo genio. Ora guidate 
dall’Induzione, ora afferrando un non osservato rapporto tra le varie 
trasformazioni che può subire una serie, spesso è pervenuto a singo: 
larissimi resultati. Molte volte introducendo in una, serie proposti 
una nuova variabile, sopra questa operando o per mezzo delle dif 
ferenziazioni, o delle Integrazioni, ed ottenuta la somma delli 
nuova serie, si riportava alla proposta determinando convenientement 
la variabile ausiliaria nella formula ottenuta; Quindi sovente ui 
Integrale definito gli offrì la somma di complicatissime serie. 


DI 


IV. 


La introduzione di questa nuova variabile per assegnare l’espres- 
sione finita di cui una serie proposta è suscettibile può riguardarsi 
come un mezzo sommamente fecondo, e luminoso quando da una 
Equazione differenziale si tratta di esprimere in modo finito una 
variabile per l’altra. Sono infatti nelle Equazioni differenziali tal- 
volta le variabili in modo tra di loro connesse, che il ridurle 
alla separazione trascende le forze dell'analisi, e ciò molte volte 
dipenderà dall’essere anche nella Equazione finita in modo le va- 
riabili tra di loro avviluppate che l’una non possa in modo finito 
esprimersi per l’altra . Quindi sovente le differenziazioni complicando 
i mutui rapporti delle variabili, rendendoli più generali, maggiori 
saranno le difficoltà della separazione nella Equazione differenziale . 
Spesso avviene per altro che l’introduzione di una nuova variabile, 
la quale debba sparire dal resultato al fine del Calcolo, in sè com- 
prendendo la relazione trascendente delle variabili primitive, pre- 
senti tra queste un rapporto finito, Pertanto tutte le volte che la 
nuova variabile dovrà subire delle integrazioni nella formula ove 
è implicata, per toglierla dal resultato finale converrà determinarla 
dietro stabilite condizioni; il che ricondurrà il Problema alla ricerca 
di un’Integrale definito. 


V. 


Dietro simili vedute, la ricerca dell’Integrale delle formule 
differenziali tra limiti determinati, è divenuta un oggetto di spe- 
cialissima applicazione per i Geometri dei nostri giorni. Ai nume- 
rosi resultati che sopra tale oggetto l'illustre Euler ottenne , debbono 
aggiungersene una infinità di altri, che isommi Geometri Laplace, 
Lagrange, Legendre co. hanno per differenti strade ottenuti; ed 
al primo di questi in particolar maniera deve questo ramo di ana- 
lisi, in quanto chè, conformatosi alle vedute di Euler, ne ha esteso 
l’uso alla Integrazione delle Equazioni differenziali ordinarie, ed 


& 
ha ridotto a dipendere dai principj stessi delle classi estesissime di 
Equazioni a differenze parziali . Possono vedersi le ricerche di questi 
Illustri promotori dell’ analisi nelle Collezioni Accademiche, e nella 
grand’opera del Celebre Sig. Lacroix sul Calcolo Integrale, ove si 
trovano con bell’ ordine disposte. 


VI 


Questo immenso corpo di resultati , ai quali sono stati î Geo- 
metrì condotti da metodi differentissimi, e particolari, sembra pre- 
correre nell’analisi dei nuovi, e generali metodi, mediante i quali, 
classate, e riconosciute le vere trascendenti irreducibili, e per con- 
seguenza introdotti dei nuovi segni, tutto quello che su tale oggetto 
si è presentato aî primi Geometri dei nostri tempi, discenda come 
caso speciale da una universal Teorìa. Percorrendo la Storia dell'ana- 
lisi, tutte le volte che le forze riunite dei Geometri hanno prepa- 
rata qualche rivoluzione nella Scienza, s'incontra un fenomeno simile 
a quello che attualmente si osserva. Prima della invenzione dei 
nuovi calcoli, Wallis, Barrow, Huyghens, e molti altri, traendo 
particolare soccorso o dalla imperfetta Dottrina delle Serie, o dalle 
Geometriche considerazioni, furono condotti a molti analitici resul- 
tati, dei quali per altro non seppero riconoscere nè la filiazione, 
nè la comune sorgente, che la scoperta dell’ analisi infinit 


simale 
pose in evidenza. La dotta guerra che tra i Geometri si accese in 
occasione del celebre problema degli Isoperimetri, fù origine di 
una moltitudine di scoperte, e di singolari metodi, che primiera- 


mente da Euler ridotti ad una stessa, ed uniforme analisi, furono 
in progresso richiamati dal sommo Lagrange a dipendere dal solo 
calcolo differenziale. La stessa Teorìa delle Fquazioni Algebriciie 
prima di Lagrange, e Ruffini composta di diversi, ed in apparenza 
non dipendenti metodi , offre ai nostri giorni delle simili conside- 
razioni; siccome anche lo sviluppo delle così dette funzioni Polino- 
miali che il Sig Paoli ha mostrato dipendere dal solo Calcolo dif. 
ferenziale, e la Teorìa delle funzioni generatrici del Sig. Lapluce, 
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5 
che tanto felicemente ha dimòstrata 1’ origine delle Celebri relazioni 
dei differenziali con le potenze positive, e degli integrali con le 
potenze negative, relazioni delle quali alcune fino da Leibnitz 
etano state osservate, e che da Condorcet , e Lagrange in maggior 
numero scoperte, pure non erano da verun principio generale de- 
dotte. Questi fatti, ed altri molti che la Storia delle Scienze ci 
presenta dimostrano che lo spirito umano lentamente avanzandosi 
alla formazione dei metodi generali, solamente vi giunge allorchè 
essendo al possesso della soluzione di molti cast particolari, ravvisa 
in questi tutti quel punto di contatto che gli unisce, seguendo le 
tracce di quella occulta Catena di cui non sono essi che altrettanti 
anelli; ed a misura che più casî saranno insieme congiunti, e ridotti 
a dipendere da un minor numero di princip), più facilmente si pre- 
sterà all'evidenza quella sconosciuta Legge dalla quale tutti dipendono. 


VII 


Abbiamo superiormente indicato il felice uso che Euler, ed 
altri Illustri Ccometri han fatto degli Integrali definiti per la Inte- 
grazione delle Equazioni differenziali, Un Integrale definito rappre- 
senta sempre la somma di una serie, poichè è noto che sempre può 
integrarsi per serie uua formula differenziale anche indefinitamente. 
In questo caso la Teorìa delle serie molte volte adempirà al duplice 
oggetto di determinar l’Integrale di cui la proposta Equazione è 
su:cettibile, e quindi con le approssimazioni valutarlo. Allorchè la 
r'cerca di questo Integrale definito dipenderà dalle funzioni cir- 
colari, il Problema sarà meno complicato. La proprietà dei seni, e 
dei coseni di riprodursi con le differenziazioni, e le Integrazioni 
successive offre spesso il modo di determinare la natura delle Serie, 
e quella dell’Integrale definito. Così se una data Equazione diffè- 


renziale avesse per Integrale y =/F (x2,0)d9, ove la integra» 


zione dovesse farsi tra i limiti @ =0,@ ==, ove 7 denota la mezza 


6 
periferìa, è chiaro che se potremo sviluppare la funzione F(x,9) 
in modo che sia 


F(x,0)=A+A,cos.g+A.c05.29*.-- 


ove A,A.,A.; ec. sono altrettante funzioni di x, noi avremo 
y=F(x,9)de=Ar. 


VIII 


Noi ci proponghiamo in queste ricerche di sviluppare de pro- 
prictà di questo genere di funzioni con maggiore estensione di quello 
che non è stato fatto fin'ora. Una rigorosa dimostrazione oi con 
durrà a molti dei singolari resultati che per induzione hanno 1 
Geometri riconosciuti sopra le serie che dipendono dalle trascen- 
denti circolari; ed assoggettando queste ricerche ad un metodo uni- 
forme , ne vedremo discendere dei corollarj assai interessanti sopra 
gli Integrali definiti, e sopra la Teorìa generale delle serie. Ve- 
dremo dipenderne l'Integrazione di alcune Equazioni differenziali 
la cui evoluzione sembra oltremodo difficile ad ottenersi per altra 
via, e le Equazioni a differenze parziali ci offriranno dei casi molto 
generali che coi metodi stessi potranno completamente risolversi. 


IX. 


Tutte le trasformazioni che possono subire le funzioni Circolari 
sì appoggiano sopra a quel Teorema mediante il quale dati i seni, 
edicoseni di due archi s' insegna a trovare i seni, ed i coseni della 
loro somma. La soluzione che di questo Problema si dà negli Ele- 
menti di Trigonometrìa oltre ad esser complicata, presenta molte dif 
ficoltà ove vogliasi applicar la costruzione che esige a degli archi, 
Ja cui somma oltrepassi il Quadrante. Per supplire al difetto di questa 
Dimostrazione il cel. Sig. Legendre si è prevalso di un ingegnoso 
metodo, mediante il quale, provata la legittimità delle formule nel 


rd 
primo Quadrante, le ha estese al successivo, e così di mano in mano 
a tutta la periferìa circolare. Ma così componendo la completa Di- 
mostrazione di questo utilissimo Teorema Trigonometrico di due parti 
egualmente complicate molto si perde dal lato della semplicità, ed 
eleganza; Onde prima d° inoltrarci nélle Ricerche che formano il 
nostro oggetto, non sarà inutile quì l’ indicarne una nuova, che non 
presenta alcuna delle difficoltà che nella conosciuta s’ incontrano. 
Sia l’ Arco HB=; l’ Arco BC—y; unendo il punto B col 
centro A del Circolo per mezzo del Raggio BA, ed abbassando la 
Perpendicolare BG sul Raggio HA, e le perpendicolari CE, CF 
sui raggi AB, AH, noi avremo 


BG=sen. x, GA=cos. x; CE=sen.y, AF=c0s. y; CP=sen. (x+y); FA=cos. (x-+9). 


Ciò posto condotta la perpendicolare BD sopra la retta CF, 
facendo BD=%, CD=z, sarà 


Il 


sen. (x+y) = sen 0+3 
cos. (n+y) = coso—u. 


Quadrando ambedue queste Equazioni, ed aggiungendole si avrà 
Te 9 USE 2(3sen.v—ucos. a) + n°+z°=0 


Ma conducendo la corda BC, abbiamo (BC)*= (ser. y)? 
+(1— cos. .y }°=2(1—cos.y); ed anche(BC)=2%+2?; Quindi 
avremo ancora 

(2)......2(1—cos.y)=2"+%? 

Le Equazioni (1), (2) ci daranno eliminando i Valori di 2, 
e di 2. Ma per evitare di risolvere una complicata Equazione di 
secondo grado, vediamo di semplicizzare le due Equazioni otteuute 
affinchè la di loro soluzione più comodamente riesca. Nella Equa- 
zione (1) si sostituisca in luogo di 2°+z*il suo valore preso dalla 
(2), ed otterremo 

2 senx—ucoseg+1= cos.y 
Elevando al quadrato, si otterrà 


23 (sen. #)® +1 (cos. x) "+2(25en.4 — ucos.w )—202, sen. 4.008,82 (sen. 9) * 


8 
e ponendo per 2 ser. x — 2 COS. 0 il suo valore —(2* +2"), sarà 
2° (1— (sen. af) + *(1—(cos.x))+222.5e2.0.0088 (sez. y) 


cioè estraendo la radice quadrata 
z cos. + u sez. x. = + Sen. Y 


Questa Equazione, combinata con l’altra 
‘ 2sen.x — UCOS.x +1 = C09.Y 
cì condurrà speditamente al resultato . Moltiplicando la prima per 
sen.x, e la seconda per cos. x, € sottraendo, avremo 
u= "+ sen. x. ser. yy — C0S.y cos. +C0s. x 
ed alternando i moltiplicatori ed aggiungendo, sarà anche 
=" sem. x. COS.) + sen. y. COS. x — SER. x 
ende sostituendo nelle Equazioni 
sen.(x+y)= sen. x + 3 
cos. (x+y)=Cc0os.a:—w 
avremo immediatamente 
cos. (x+y)="C05. x. Cos. y x ser. x. sen. Y 
sen. (x+y)="sen. a. cos. y + sen. y. cos. x: 


T per determinare quale dei due segni convenga preferire, basta che 
in questa seconda formula suppongasi x=0; il che ci darà 


sen. y= + sen. y 


onde il segno superiore dovrà preferirsi . 


Questa Eliminazione potrebbe effettuarsi anche in altre ma- 
niere . Nella Equazione 


2 sen. x—U cose +1=c08.y 
si pongano in luogo di 2, e di zi loro valori presi dalle Equazioni 
cos. (v+y)=cos.a—% 


ser (v+y)=sez.0 + PA 


ed otterremo 
sen. x sen (x +y) + cos. x. cos. (x +y) = cos.y 


Senza punto alterare i rapporti possiamo in questa formulà variare x 
in y, e vice-versa, il che darà 


sen. yy sen. (x+y)+ cos.y. cos.(x+y)= cos. x 
Eliminando il sez. (x+y) tra queste due Equazioni, avremo 


cos.(x+y) = sen. x. cos. x — sen. y. cos. x 


sen. x. COS. y — COS. X. Sen.Y 


Il Numeratore di questa frazione si moltiplichi nel primo termine 
per (cos. y)" + (sea. y)?; e nel secondo per (cos. a) + (sez. 0)?, 
il che non altererà la Equazione, ed avremo 


cos. (x+y) sen. x. cos. x. (008.3) *-+ ser. a. cos.#.(cos.y) *—sen.y .cos.y. (cos. x) "= sen.y. cos.y . (sen. a)* 


sen. x. COS. J. — ces. x. sen. 


= (sen. x. cos. y. — cos. 4. sen. y) (cos. #. cos. y — sen. w. sen. y) 


Sen. x. COS. Y— COS. Xx. Sen. Y. 
ciò è 
cos. (x +y) = cos. x. cos.y — sen. w. sen. Y 
Se poi si eliminerà il cos. (x + y), avremo nello stesso modo la 
espressione del seno. 


La costruzione Geometrica che esige questa Dimostrazione si 


applica indistintamente a tutti i punti della Periferia, come è fa- 
cile verificare . 


X. 


Le formule ottenute, combinate con la generale Equazione del 
circolo basteranno per sviluppare tutte le proprietà delle funzioni 
di questa curva, e la ricerca dei differenziali dei seni, e coseni, 
non esigerà nessun nuovo principio, quando siano esposte le pro- 
prietà generali delle serie che procedono per le potenze intere, e 


positive di una variabile, proprietà che bisogna sempre conoscere, 
2 
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quando si tratta di applicare il calcolo differenziale a qualsivoglia 
quantità dipendente dalle curve. Chiamato © un aroo circolare qualun- 


) .d.sen.0_, cos.9; d.c08.9_ _ se ovea 
que, facilmente trovasi cera ? - 005.9 To a.sen.®, 


è una costante di sconosciuto valore, per determinare il quale con- 
vien ricorrere a quelle generali proprietà . Egli è facile infatti il 
convincersi che il ragionamento impiegato per la prima volta dall Il: 
Iustre Lagrange per determinar questa costante, non solo è indi- 
pendente da qualsivoglia particolar proprietà del circolo, ma si 
applica ad ogni curva, ed è indispensabile per la ricerca delle for- 
mule della rettificazione, quadratura ec. Pertanto queste formule 
generali, che implicano quei principj. dovranno condurci alle stesse 
determinazioni, come facilmente possiamo dimostrare. Sia s l’arco 
di una curva qualunque riferita alle coordinate ortogonali x, Y; 
abbiamo come è noto 1 


ds=Vdx+dy° 


ossia 


NEESE Li 


1= sk 
ds’ ds’ 


nel caso del circolo, si ha y = ser. 5, w = c0s. s; ed abbiamo anche 


d. sen. s 

ds 00088 
d. cos. 8 

ds 728888 


ove a è indeterminata. Sostituendo questi valori nella formula 
N ( ser, S ) : {d cos.s ) = 
x ds *\7ds 


1= Va: (sens? + cos.s°)=42 


avremo 


si 
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Quindi a= +1. Sarà pertanto 


d. sen. s 
de 7008 8 


ove nella prima Equazione converrà nel doppio segno preferire il 
superiore, poichè il seno aumenta al crescere dell'arco: e nella se- 
conda l’inferiore, diminuendo il coseno all'aumentarsi dell’ arco. 


Ma se per la ricerca dei differenziali delle funzioni circolari 
supporremo conosciute le generali formule della rettificazione delle 
curve, potremo ancora risparmiarci la determinazione della costante a, 
ed ottenere per mezzo della sola equazione del circolo il valore di 
quei differenziali stessi. Riprendiamo infatti la formula (A) 


se sarà y= sez. s.x = cos.s, avremo la Equazione 
(sen.s)} +(cos.s)° =1 
e quindi differenziando 


dx d. cos.s sen. $ 


dy d. sem s cos. 8 


sostituendo ora nella formula (A) troveremo 


ds 1 


= 


d. sen. s cos. $ 


Ed i principj del calcolo delle funzioni ci daranno subito 


d. sen. s 
ds 


= — COS. $ 


12. 
e similmente operando 


d.c0s8. 8 
=+ sen. $ 
ds es 


ove determineremo come sopra quali segni debbano adottarsi. 
Vedesi dunque che la determinazione di questi differenziali 
manifestamente dipende dalla general Teorìa delle curve, alla quale, 


per non anticipar nulla, dovrebbe negli Elementi rimettersene la 
ricerca. 


XI 


Premesse queste considerazioni, prenderemo ad esaminare al- 
cune delle meno complicate formule dipendenti dalle funzioni cire 
colari, onde ridurle in serie della forma 


A+A,cosg+A,c05.299+.... 


forma di cui abbiamo dimostrata (vu) 1’ utilità per il semplicissimo 
mezzo che oflre per la ricerca degli integrali definiti delle formule 
differenziali tra i limiti @=0,0=r. E per incominciare dalle cose 
più semplici, sia proposto di svolgere Zog.(1+cos. @) in una serie 
ordinata per i coseni degli archi moltiplici di @. Noi avremo 

log. (1+ cos.g)= cos.9 — (cos. @) + (cos. p)}) — &e. 

2 3 

E ponendo in luogo di (cos. 9)? (cos. 9)? &e. i loro valori espressi 
per cos.p, cos. 2 © &c. otterremo una serie di questa forma 


log.(1+cos.p)=—A+A,cos.p—A,cos.2p9 +A,cos.5p—&o. 


Per trovare i coefficienti A, A,, A, differenziamo rapporto a 9, ed 
avremo 


— sen. d 
inci arden A sen Bo ko, 


Moltiplicando per 1+cos.@, e riducendo i prodotti dei seni, e co- 
senì in seni di archi multipli, avremo per determinare i coefficienti 
A,A,, A, &o. la serie seguente di Equazioni 
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2A, -2A,+2=0 
3A, -4A,+A,=0 
(a). ji = Ar 
5A,-8A,+3A,=0 
&c. 


Tutte queste sono rappresentate ad eccezione della prima dalla 
Equazione 


xcA.,-2(x-1) A. + (0-23) A,.=0 


La quale non incomincia per conseguenza ad aver luogo che per i 
valori di v=3. L’ Integrale della precedente Equazione a differenze 
finite si trova essere 
c+c'a 
A,= 


® 

essendo c, c' due costanti arbitrarie. Per determinarle, bisogna co- 
noscere il valore di A,, e di A,, e basta di avere quello di As 
poichè la prima Equazione ci darà allora quello di A..Se si prende 
la somma di tutte le Equazioni (4), è facile il vedere che svani- 
ranno tutti i termini ad eccezione dei seguenti 


2-2A,+A,=0 


onde A,=2, A,=1. Sarà dunque A,=2=c+';.......- 


c+2c! ESCO x 
A.= = 1; e quindi c'=0,c=2; e perciò A,= 2. 
= 


Rimane adesso a trovarsi il valore di Aj a quest’oggetto si ponza ?=0, 
ed avremo 


log.2=- A+2(1-1+}-5+&o.)==A +2 /og. 2. 
E quindi A=— /og.2; sarà pertanto 
log. (1+cos.9)=—log.2 +7. cos. p —î.c08.29+3,c05.3 p— &o. 
Se moltiplicheremo questa Equazione per d @, avremo integrando 


Sd p.log.(m+ cos. g)=cost.— p.log.2+î. sen. p— isen.2p&ce. 
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E quindi l’Integralo /d@-/og-(1+ cos 9) tra i limitig=0, 9=* 


sarà — © log. 2. 


XII. 


La determinazione delle costanti A., A., A, , &o. potrebbe 
anche più semplicemente effettuarsi mediante una ulterior Differen- 
ziazione . Riprendiamo la serie 


log.(1+cos p)=—A+ A, cos.g—A,cos.ag+A;c05.3p—&e. 


Differenziando replicatamente rapporto a @, si avrà 
_—*__=- A,c0s.9+2*A.cos.29—3*A, cos. Sp+:... 
1 + cos. 9 
Moltiplicando per 1-+cos. 9, e riducendo i prodotti dei coseni 
in coseni di archi moltiplici, avremo per determinare le quantità 
A.; A., &c, le Equazioni 
A.=2 
2°3A,-2A,=0 
Li ES AG a A 
(2) 3°A,-2.23A4,+A,= 
4*A,-2.53A,+2*A.=0 
&c. 


Le quali tutte, ad eccezione della prima sono rappresentate 
dalla Equazione 


s'A;-a(e-1)* Al (0-9) Axj=a 
che incomincia ad aver luogo per a = 2. Integrandola si troverà 


cet. 
A,=——_—& 


a 


xd 


Le prime due Equazioni (8) ci danno A,=2,A,= 1; sarà 
dunque ancora 
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onde c =2, c'=0;ed in conseguenza A i. Ed il primo termine A 


lo determineremo come precedentemente. 


XIII. 


Prendiamo a considerare adesso la formula più generale 
log.(1+7cos. 9). Ponghiamo 
log.(1+cos.g)=-—A+A,cos® -— A, cos. 29+A;cos.39 — &o. 
Avremo differenziando rapporto a © 


n sen.® 


Tira Arai + LA a pe 


e riducendo i prodotti dei seni e coseni in seni di archi moltiplici , 
facilmente troveremo dopo aver moltiplicato per 1 + 7. cos. 9 la 
serie di Equazioni 
anA,-2A,+*2n=0 
5nA,-4A,+nA,=o0 
(CO). ii FaA,-BA «sgh, 
S5nA,-SA,+3nA,=o0 
&o. 


Le quali, ad eccezione della prima, sono generalmente es presse 
dall’ Equazione 

nxA,-2(c-1)A,_,+r2(x-2)A._.=0 
Si troverà per l’Integrale di questa Equazione a differenze finite 
ac(atva-m)*_ e'(G-va-2))" 


x n x n 


A, 


ove c,c' sono arbitrarie, per conoscer le quali, convien determi- 
nare i valori di A,, e di A,. Aggiungendo alla prima delle Equa- 
zioni (C) la seconda moltiplicata per la indeterminata l, la terza 
moltiplicata per A*, e così in seguito, avremo 

o=2n-2A, +nhA,+2A, (n-2h+nh°)+3A hA(n-2h+nk°) 


+4 A,h°(n-ah+nh-)+.... 
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A questa Equazione potremo sodisfare, se faremo 
* sn-2A,+nhA,=0 
n-2h+nh'=o0 
onde si trarrà 


h=1 eVa-rn) 
n 


= 2n __(aev(a-.n 
A =TaVva za) sia sei 


Quiadi resulta che non può essere n>1, poichè diversamente 
si avrebbe A,, ed ogni coefficiente imaginario; ed ivi inoltre dovrà 
prendersi il segno inferiore, acciò, come deve essere, resulti A,=0, 
se a=0. Essendo noto A,, la prima delle Equazioni (c) cì darà 


* Se ela rai (ai dt i E esi) 
n n° n 


E sostituendo i valori di A,, e A, nel valore generale di A.,sì 
troverà c=0, c'=2. Quindi finalmente 


N(-n°)\x 
st) 


a ; È : 1—vV (in ) 
Conviene adesso determinare il valore di A. Facendo ———— 
n 


=k, avremo, posto 9=0 


&* k3: 2k4 


log.(1+n)=—A+2k 


Sarà dunque Ato. CE og. } Ges DO ni ana ) 


Da log.3È. E quindi 


2k 2 2 
log.(1+2 cos. 6)= — logu=43 k. cos. 6 k* cos. 26 +e. 
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Moltiplicando per d ©, ed integrando, sarà anche 


: E È 
Sao .log.(1+2 cos. 9)= cost.-vlogÈ SE k. sen.0 — na SCN.2D +... 
onde il valore di questo Integrale da .p = 0 sino a 9 = 7 sur 


2k. 


— x log. — 
n° 
XIV. 


Il solo Calcolo Iifferenziale offre anch'esso il mezzo di otte- 
nere la evoluzione di questa formula in un modo assai semplice, 
ed osservabile. Consideriamo infatti la formula Zog. (12*+cos.9) alla 


ma + 1 5 ? 
quale si riduce la precedente facendovi m=—, ed aggiungendovi 
n 


log. n. Ponghiamo /0g.(m+cos #)=z,ed otterremo differenziando 
replicatamente rapporto a © 


1#+mcos. 

(è 5) © (2 cos.6)?"° DA Sia i 

Differenziando rapporto ad m , avremo anche 

dz 1 
(5) = Sr alg sir) 
2% 1 

(È = RR ORO) 

m (m + cos. p) 


Ea aggiungendo alla Equazione (1) la (2) moltiplicata per #2, 6 


la (3) moltiplicata per 22°— 1, si troverà la Equazione 


D-:- (47) (ta) #9 


Supponghiamo adesso 
2= log. (m+cos.p)=—A+A1c059 -A2cos2b+A3c0539-&c....... = Axcos.r®,* 


E per determinare i Coefficienti A, A,, A, &o. sì sostituisca in 


luogo di 2 questa serie nella Equazione (D); supponendola soddi- 
5 
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sfatta indipendentemente da fuiti i diversi coseni degli archi mul- 
tipli di 9 otterremo immediatamente per determinare Ala Equa- 
zione 


d*A, dA: == e" 4 Lo; 
dated ea 
Per aver con facilità \° Integrale di questa Equazione Diffe- 
renziale, introduciamovi in luogo di m un'altra variabile g. Abbia- 
mo, g essendo funzione di 
dA, dA, dq 
dm dg de 
d'A, dA, dq' dA, d'q 
dm? dqi dm°U dq ‘dn? 
onde sostituendo 
dA, dq dA, Kd: 7 d : 
4 2. L do 14 dn va) ea SI09 
dqî dm .dq dm ma dm) m°-1 


Facciamo per determipar q 
ad? 
dn m°-1dm 


=0 


.e di questa ‘bastandoci un integrale particolare, prenderemo q = 


arc. cos. m; ossia m = cos. q. La nostra trasformata diverrà al 
dora 
d'A, 
DE ile 
‘Onde si otterrà 
quev_1 -—gQRXV 33 
A.—-Cc,e + c'e 


Cioè, essendo g = Arc. cos.m 


A,=c,(m+ym'-a))"+c,(m-y(m°-n)} 
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ove c,, ©’, sono arbitrarie dependenti sa w. Il primo fermino A' 
sarà dato dalla Equazione 


e troverassi 
A=log.(m=.y(m-1))e'+me 


ove e’, e sono arbitratie. 
Sostituendo questi valori, avremo 
log. (m + 000 .0)== log. (mt VT). e+ mesf os (maymizi)4 ci (m-Vatz1)]cosp > 
+ [e: (m+ Vin 1) + ca (n Vmizi) 1]eos. 2044 = (CRVZEDLZCRI (mV ] cos.x ® 
= de. 


Ove il segno superiore conviene ad x pari, e 1° inferiore ad x 


È . . n E I 1 
dispari. Per determinare tutte le arbitrarie, ponghiamo 2 =-— , ed 
n 


avremo riducendo 


Bg: (1+n cossp)=- log: (EYE) e È (2A î e) 
n n pa 


To oe i- n) Cip 05.20 nuto (LIZ urto 


= de 


Il secondo niembro di questa Fiquazione dovrà ridursi=0 se 2=0; 
Ed è chiaro in primo luogo che ciò succederà per i Coefticienti di 
cos.6, cos. 20... C0s.x0d. &c. se tutte le quantità c,, C.,0,.. Ce &o. 
saranno=0. Parimente dovrà essere e = 0 per motivo della 7 nel 


. 3 hi i cinto ® 
denominatore. Resta la quantità log.( VOTA) -@ che nel caso 
n 


di n=0 dovrà essere =0, ossia deve sciegliersi il doppio segno, € 
determinarsi la costante e' in mod» che sia, quando 7=0 


(e) ae ena 
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Ciò è svolgendo 
- Ag e 


Sarà dunque necessario proferire il segno inferiore, e prendere e'= 2. 
In conseguenza sarà 


A=log.2(m-Vm'-1) 
A,=c.(m-Vm'-1)° 
Queste riduzioni ci daranno 
log. (m-cos. @)=-l0g 2(m-y(m3-1))+c",(m-y/(m2-1/). cos. g- c'.(m-V(m®-1))? cos.29&0. &o. 
*c.(m—y(m°—1))" cossw eg + &e. 


Per determinare le costanti che restano, facciamo m— y(m° — i)=% 


ed avremo m= 1* 


; Quindi sostituendo otterremo 
log.(y°+2y cos.@+1)=c1ycos.@- 19° cos.ay +03 g' cong potro. + c'ay* cos. 6 I bo. 


Ed è chiaro che avremo il valore di e’ se differenzieremo 
questa Equazione a volte rapporto ad y, e faremo quindi y = @ 
Per e 0 


secuire questa Operazione, si osservi che abbiamo 
5 ‘E ., 


LE 0 
p+ayoss+r= (ge? DI CAL v sd 


€ quindi ancora 
uu -9V- 
log.(y°+23 cos.9+1)=/og(y+e?" 1)+r0g.(0+e v :) 


Differenziando questa quantità x volte, ed eguagliandola al diffe- 
renziale wesimo della serie €, y cos.9 — e, y° cos. IP + &c. preso 
nella supposizione stessa, otterremo 


Es $ x | - 1 
e2,5.h.,.0:(a—-1) (Gevi + a 


=+2.3:4.--(-1)o 2.005 023.4... (#+1)0 +9 cos. (r+1) PT ©o 
Pari 


giò è facendo y= 0, 
x«PI—1 x£6V-1 
PCs. COSXPT=e + e = 2c05.x 
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Quindi c,=2. Conservando dunque ad y il valore convenuto , 
5 r 

avremo ‘ 
log. (m+ ces.6)=-log.2y + 2 y. cos.0 — 2g? con20+2y!00n39.. .=yiy cono @e- 

La determinazione della costante c', potrebbe aseguirsi in un 
altro semplicissimo modo. Riprendiamo la Equazione 
log.(y* +2y0cos.9+1)=6 1 y00s.9 - 63 y* cos. a @+01 cos.39— do. Lic xy races gr de 
e facendovig= 0, 


alog.(1+y)=0,9y-0,97+019)—... #0.y"=&o. 


an3° ad E 
ay J nai - &e. 


2 
onde Ce=—_ come sopra, 
» 


La serie che con due differenti metodi abbiamo rigorosamente 
dimostrata, fù conosciuta da Euler, che la ottenne per induzione , 
come può vedersi nel suo Calcolo Integrale . 


XV. 


Abbiamo ottenuto 


log. ( m + cos. @) == log.29 + y con pt 3200529 * 293 cos. 3 ® — &c. 


Ed avendosi 


log.(1+y cos.$6)=yC08 6 Ly (605.0)? +79? (cos. 0) — &o. 


egli è chiaro che la nostra formula potrà più concisamente essere 
espressa dalla Equazione 


(E)........Zog.(m--cos.9)=—log.26+2l0g.(1+g cos. 3) 


purchè dopo di avere sviluppato il secondo membro per le potenze 
ascendenti di cos. ; si applichino come multipli di archi gli espo- 


ee 
nenti di, c08.6: Si osservi, che essendo. y, =.= (42° — 1)! s0rà 


ancora 5 m+ y(m°—1), onde facilmente potremo dare alla’ Equa- 
zione (E) la forma 
log.(m+ cos. p)=s-log.b:(m— VimirZa Yi 2iloge (0A VaFTI)+ c0s @) 


purchè si usino le stesse avvertenze nellà evoluzione del secondo 
membro. 

Sia adesso proposto di svolgere in serie peri coseni degli archi 
moltiplici la fanzione più complicata 


log.(cos.$" +a cos. bceos. =, &c....+p) 


Supponendo che — m, — m';—m",...—m" siano ler radici 
della Equazione 


+ at +51" +...., + p=0 
potremo supporre 
log.( cos." +acos.e''+b COS. +... + p)=log.(m +C05.6) 
+ Log. (72'+ cos.) +log (m'"+cos.0)+....+Iog.(m')+cos.0) 


Se adesso con i segni y, Y, ; Y:--:- y, indicheremo le quanti- 
tàm—V(m°-1),m'-V(mB1),mUV(mta)...m0V(m9"-1), 


avremo generalmente 


log.(m+.cos.e)= og. 19 +2log:(y+005-0) 


purehè nella: evoluzione: deli secondò: membro ‘si appliotit come mul- 
tiplo di arco ogni esponente di cos. g: con questa stessa condizio 
me ,.earà dunque: ancora: 
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I LE L aL 
log. (cosid.” pa cos 0741 bic0sp a PIE dog: dr log. apatia +108%3, 


+2 {10g.(y+ cos. 0)+/og.(y: +c08.9)+ log.(y: +08.) +... + log y+ c08.9)} 
ossia 
log.(cos. "+acos:g-'+bcos.g3 ....+p)= e 
+2log.(y+cos.e)(y,+c0s.p)(g:+0059).....(9,+ (059) 
Effettuato il prodotto dei fattori 
(y+cos.e)(g,+C05.9)(y:+0059).... (Y+ cos. 0) 
che sono r di numero, giungeremo ad una espressione della forma 


cos. +a' cos.g''+D'. cos. p'*... + p' 


ove i coefficienti a', 8‘, .... p' saranno tali, che le quantità 


Pois Y n rappresenteranno le r radici della Equazione 
v+a't'+b't+..1..+p'=0 
Sarà dunque p'=yYY.Vie... y., € la formula precedente diverrà 


1 
log.(cos.g" +acos. e +b.cos.$7*+...+p) se 
+2.log.(cosse+a'cos.p"7'+b'cos.g=+...+p') 


purchè dopo di avere sviluppato il secondo membro per le potenze 
di cos.p, gli esponenti si applichino eome multipli dell’ arco. 


XVI 


Possiamo fino d°ora mostrare un’uso assai osservabile della se- 
rie ottenuta per /og.(m +cos.g). Noi abbiamo 


2 2 . 
log. (m+ cos. )=— log.3y+.y cos oi 97 c0s.29+-=9) con 3 Bei ye cos. x93 &0. 


Si svolgano attualmente in serie per le potenze dei loro archi 


oh 
tutti i coseni, che sono compresi nel secondo membro di questa 
Equazione ; ed avremo immediatamente; ordinando per le po- 


tenze di 9 
log:(m+ cos. 0) == tog:29+2 {IT ‘yet VE +&a } 
2 5 4 
Rini g+3y 4g +&o } 
rd {y-2'y7+3 ypbyt+ So} 
pat lo- gg +3yi yo } 


cioè, osservando che y —, +%- &o.=/og.(1+9) 


log.(m + cos. e )= log. WET defgra y43y= &o} 


2yY 
+ 3; gf 
Pe TA Ca Ai } 
i i; 
PIA {y- 9g +39 — ko. 3} 
+ &e. 


abbiamo adesso, come è noto 


1 


SARI 


Quindi sarà 
y-297+5y— 4g +&o= 917 
dy 
gyg_? gr+ 3 SP + &ce.= — ydy dyd A 
d 3 
&o. > 
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ale sì riporta a tutte le quantità suo- 


ove ciascun segno differenzi 
valori. nella nuova ‘espressione di 


cessive. Sostituendo questi 
log.(m +05. 0 ), sì avrà 


2 d- 
MINATO La 


PELiià. da37 
2.3.4 dy 


ar pagaia = &o. 


n & 01 2 
5 Fask...an° dy°"7' 


ossia, osservando che per supposizione abbiamo 


pP+1 
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otterremo ancora, riducendo 


ma= 


mroose i — 3 adr 


ls { 


m+ti 2 dy 
2 dia 
Ri de 
2 an dydy...d;ip.- 
to... an dy + &o. 


Moltiplicando per d y, ed integrando, avremo 


dy Mm+ Cos. $ 
7% ge }= cose. + 
= dydar, 3 sydy dy dyd 75; 
35487 d dy * "2.54.56 n E 
rain at Arata 
tabs): dyt = &o. 


4 
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La funzione atto dg rappresenta la somma della serie 
y 


ga? y + By — 4° gt + &o. 


la quale si riduce a zero se y 3" 0, € Sy = 1, poichè in que 
sto secondo caso è noto che la serie 


1 90 +52 — 4° +&e. 


è sempre = 0, come anche avremo luogo di dimostrare in seguito » 
In conseguenza , se nella formula 


dy pesi 2 no. 
VE p log. “fi cost. + — de 


2 ge TITTI dA 
2.5.4.5.6% dy° 


— &c. 


prenderemo l’ integrale tra i limiti y=0,y = 1, a ciascuno di 

pren E — TOER<Pe € 3 E 
questi limiti svaniranno i coefficienti di g*, 9°...9°,.. all’infini- 
t0; ed avremo la formula semplicissima 


v d m+ COS. © } 
° y ‘ 
i f. log. = } 


ossia 


} d 
me = /S} lg. falcrara > log.(m+1) 


Ma avendosi 


- 3 i b d 
sì avrà , sostituendo nel termiae sa log, (m + 1) questo, va: 


lore di 2, la formula 
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dy dy 
L=: 3 108:(1+3) Ha log.2y 


d 
SF Lg: (m + cos. p) 
nella quale in luogo di Zog. (#2 + cos. $ ) potremo sostituire la 
serie 
— log.2y +? y 05.9 39° conap+ke. 
ed in luogo di log. (1+vy) il suo valore 
ARE &e, 


La adi SET. 


ed effettuate le integrazioni tra iconvenuti limiti di y=0, y= f, 
si otterrà con molta facilità 


— cos.p+1c0s.2 p—-}cos.5 $ + &e. 


Se in questa serie assai osservabile faremo p = 7, troveremg 


n 1 1 1 
x. F1* cale Mii 
relazione che Euler ottenne il primo per induzione. 
XVII 


Riprendiamo Ia Equazione 


SSR px log.(m+1)+ fe log. (m + cos. ©} 
2 y LD 
avremo differenziando rapporto a 


dy 
= sen 9 i 
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Onde apparisce che il rapporto di un arco al suo seno sarà rap- 
presentato dulla formula 


l) dy 
= 2 __—_TT____ 
sen. sarei 


purchè lIntegrale sia preso tra ilimitiy=0,9y=1- 


è . ss [o] 
La funzione allorchè ®£ = o diviene —; @ lo stesso 
o 


Sen. © 
accade în tutti i suoi differenziali all’ infinito. Secondo le idee lu- 
minose dell’ illustre Lagrange; sempre una tal circostanza annunzia 
un cangiamento di natura nella proposta funzione; e la indole, e 
la cagione di un tal cangiamento rendesi evidente nella nostra for- 


: det L 4 
mula, nella quale il resultato — indica che i fattori della quan- 
o 


tità y° +2 p coso +1 divengono eguali tra di loro. 
XVIII. 


Abbiamo ottenuto (13) lo sviluppo in serie per i coseni degli 
archi moltiplici della funzione Zog. (1 + n cos. ©). Proponghia- 
moci adesso di svolgere in una serie della stessa natura la fun- 


1 È 
—  . A tale oggetto facciamo 
1 +7 cos. P 


zione 


1 


1 n 0089 A-A,cos.p+A, cos. 29 — A, cos.3 9 + &o. 


E moltiplicando per 1+7 cos.p, © riducendo i prodotti dei coseni 
in coseni di archi multipli, avremo i 
1i=A+An.coso— 1A, ncose9+1 A,.ncos.5p — &ec. 
— LA, n-A,.c089+ A,c03.39 — A, cos.3 9 + &e. 


+sA.ncos. p_t1ÀA,. nC05.2 p+ 1A,n.cos,59 — ko. 
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Otterremo quindi 


nAà, -2A+2=0 
nA,- 2A, +2znA=o0 


(c) 01. .i0 RA; — 2A, + RA. =0 


nA,- 2A,_,+nA,_.= 0 


ove conviene osservare che questa generale Equazione incomincia 
ad aver luogo per i soli valori di x > 2. 
Abbiamo da essa. 


A,=c een) af cata 


ove conviene determinare le due costanti arbitrarie c, ©. Alla 
prima delle Equazioni (c) che sono infinite di numero, aggiungasi 
la seconda moltiplicata per f, la terza moltiplicata per h*, © così 
in seguito. Avremo 


= -9A+9+anAR+A,(n-2h+nh)+A;h(n-2h+nk) 
+A,h°(n-2h+ah')+&o. 


Alla quale sodisfaremo facendo 
(2ah-2)A+2=0 


n-2h+nh=0 


Di quì chto Even PI). AS n ; Ma doven- 


n e y(1-2°) 


1 
do essere A=1, quando n=0, sarà generalmente AÀA= vaza 
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le . Ley(1= 72 
Trovata A, la prima delle Equazioni (c) ci darà A= 2 EG 
(1—vu—n”) 
a' van) 


Sostituiti successivamente questi valori nel generale di A,, tro ve- 


e la seconda A,=2 


0, 2 onde sarà 
c= = ——-; 
remo a eso 
a 2 pnvin89) 2k* 
TETRA Vama) 


facendo Bee) = k. Sarà quindi 


I 1 


) 
____ -2k.cos.e+2k'c0s.25 —2k'cos.5o +%e.> 
1+7n.cos. © WEGEZDI: 


Moltiplicando per d 6, ed integrando si otterrà 
fia. cost.+——, } —2k sen. p+ E sen. 20- fp sen p+se 
1*2c0s.9 ui n°) 


Ea il valore di questo integrale tra i limiti p=0,@ = 


sarà 


vana?) 
XIX. 


Ci sia permesso di osservare quì di passaggio che il metodo 
con cui abbiamo nel numero precedente determinate le costanti A, 
A, può applicarsi alla integrazione delle Equazioni a differenze 
finite in un modo più diretto di quello che comunemente si pra- 
tica. Sia infatti proposta la Equazione lineare del secondo ordine 


Ja +tAyx- + By,-:=0 


3 
eve A, B siano costanti. Facendo successivamente ® =9; 3,4 &o. 
avremo questa serie di Equazioni 


J,+Ay,+By.=0 
y,+ Ay.+By.=0 


Ya+Ay, By i_i=0 


Ed è chiaro che otterremo l'integrale primo della proposta 
se col mezzo di esso potremo eliminare tutte le quantità Y,, Ji 
Yi te. Yn-23 Ya-1,9 + ad eccezione delle due prime, e delle 
due ultime. Per questo oggetto alla prima delle Equazioni (A) 


è 1 «e 
aggiungasi la seconda moltiplicata per 73 terza moltiplicata per 


1 stri 1 ss , 
rTai) la quarta moltiplicata per —_- , e così in seguito fino all’ ul- 


tima, ed avremo 


2 i 14 ei 13 
- interi 4 A LI Sinti, AU+Ir0 
pit t ELET t$ i 


Se adesso facciamo 
t#3+At+B=0 


è sia # una radice di questa Equazione, sarà l’Integrale cercato 


B 
Hat lea a Far + i(A +5) * Bot (o 


p° 
5a 
Se chiamiamo £° la seconda radice della Equazione 
t+At+B=o0 


8 


avremo A+r=—1;B=. 2; A+ z=— ©; e 1° integrale 


primo sarà più semplicemente così espresso 


De E ga Die) TI 


Canciando #° in t” avremo l’altro Integrale primo 
d D P 
Sa E Jean yo) 7! 


Ed eliminando da questi ly ,-,, otterremo l’integrale secondo 
Viet De gr Vito più 


siena 7 
vi tt -t 


Se le due radici #, " sono eguali i due Integrali primi essendo 
affatto simili, non si può da essi eliminare y._,. Riprendiamo 
il caso generale, e sia e = #' + w; i due Integrali primi di- 
venteranno 


Spe (E+) ya fe + pae 
Ye l'I-=(ITL 4) pera (ai) o 7 


+ (e_1) (e E 3 + &o ì 
2 ‘4 


e sottraendo l’ uno dall’altro, e dividendo per w, avremo 


Pix) +39, 25,3 va =) fra CEI) ut 4 oi 
( si a 


€ ponendo x +1 in luogo di x 


x 6 
da= Sol + (7TY) È d'a 
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Il quale sotto altra forma, rappresenta Y Integrale della proposta. 
Quando '— t°, è w=0; dunque in questo caso 

gag +e tr) ET 
È inutile avvertire che lo stesso metodo si applica senza eccezione 
a tutte le Equazioni lineari di qualunque ordine a cocfficienti 
costanti. 

Qualchè volta può questo metodo stesso applicarsi ancora a 
quel genere di Equazioni che comprendono le differenze parziali 
finite, ed infinitesime di una funzione rapporto a due distinte va- 
riabili; Equazioni che il primo ha trattate con dottissima analisi 
il Sig. Paoli, e delle quali ha mostrati i moltiplici, ed importan- 
tissimi usi nel Calcolo Integrale. Sia proposta la Equazione 


$ dZ54 
Zan = A,z;-— A, &, 40, 


e facendovi successivamente a =0, 1,2, 3, &c. avremo questa 
serie di Equazioni 


si A, cs A, 0, 0, = 0 
ni, et Ag 0, god, gno 
siZAg a + A, ino 
PAIR ESS VINI gi PA Cal 

2A, iv Ay o GEO. di =o 
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Se alla prima di queste Equazioni aggiungeremo la secon: 
da moltiplicata per £, la terza moltiplicata per t*, la quarta 
moltiplicata per #', e così seguitando fino all’ ultima, avremo la 
Equazione 


LIA atla Ayo È) 
dy 
+z,t" (1-A,t) + &e. 


TE (i -A,t)- o. t(1-A,t)- Soia (2A, t)=&o 
po l'Asdezii (PRI Cc, pros = 


? 1 È 
Facciamo 1- A,. #=0; onde £ =X::° sostituendo questo va- 
lore, si avrà. 


dea dz, t_ 
Car sia Do =; dy ) 


ove 3, è una funzione arbitraria di y. Integrando questa Equa- 
zione differenziale lineare del primo ordine, si avrà 


i dy 


ba “par+fA; 45 (0,57 eat I sai 


ove DI è una costante introdotta dalla Integrazione, e che sarà 


una funzione di x. Pertanto, facendo per maggior semplicità 


dy 
Re, 


e. elogia) ry 
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essendo F.y una funzione arbitraria di y, e ponendo M=t x, sarà 
ancora 
dg d9 
Cy ly 
Ba = @ Savdy Fy #f e. é 
la quale Equazione rappresenta il completo integrale della proposta, 
perchè comprende le due fanzioni arbitrarie F_y,Y a. 


Il metodo di cui ci siamo prevalsi per la integrazione della 
Equazione 


d5, 


dz 7 
Za = A,y. 2: A,. Gc G,. = 


mon è per altro il solo che può condurre all’ ottenuto completo in- 
tegrale. Ed infatti la proposta può mettersi sotto la forma 


dz, dizal 
su 0, Lira a, (a. ct) 


Pertanto se faremo 


sarà 
u.,, = A,u, 
E quindi la completa evoluzione della proposta è ridotta a di- 


pendere da una Equazione differenziale ordinaria, e da una Equa- 
zione a differenze finite. 


XX. 


Dopo questa digressione , alla quale ci ha condotti il me- 


todo con cui abbiamo determinate la costanti A, A, nella serie 


I 


x Rice Bai A —- A, cossp +A cos.2 p — À, cos 99+ &ec. 
allorchè i coefficienti A, A,, A,, &c. dipendevano da una Equa- 
1 


1 + n cos. ? 
e vediamo di svilupparla in una serie ordinata per i coseni degli 


Archi meltiplici, prevalendoci del solo Calcolo differenziale , ap- 


punto come abbiamo fatto per la funzione log. (1 +7 cos. 9). (xiv) 


zione a differenze fimte, riprendiamo la funzione 


Consideriamo a tale oggetto la formula ——_ alla quale 
m + cos. © 


si riduce agevolmente la proposta; e facendo 2 = a 
m + cos. P 


facilmente avremo differenziando 


1 
z 


m + cos. 


È =) _- 2+m cos.@-(cos 0) 
do’ (2 + cos. 9)' 


d' z 4 


dm (m + cos. p)' 


L=) 
È; m? (mm + cos. p)° 


Il 


vd 


sy 
Fd alla somma delle due prime di queste Equazioni aggiun- 
gendo la terza moltiplicata per — 37, e la quarta moltiplicata 
m? — 1 


per ———; otterremo la Equazione 
2 


mea) (LL) sa) (E tnt 


Facciamo ora come sopra 


h = . 
RETRO A + A, cos.0 + A. co. +....-. 


e sostituendo nella Equazione ( E) in luogo di 2 questa serie, e 


facendo = 0 separatamente i ecefficienti dei diversi coseni , si avrà 
per determinare A; 


d'A, Sm dA, 1-x 


È, f eg 
dm? 1-mn° dm 1-m 0“ 


di cui l’ Integrale facilmente trovasi essere 


x. e. 2 ” 
vai Foe SENTO eg) 


ed avremo anche 


e Ul 
23 —_—__ + 


NV? 71) 


Sostituendo questi valori nella serie che abbiamo scelta per 


1 © 
z= , sì avrà 
m + cos. ® 


58 ; 


Ù - e ii +e 
m + C08. © vn*-1) 


SA mer [costa + y(m*-1))=+ ci (m-=y(@m°-1))} cos. © 


+ fe(m+y(m'-1))? + ci(m=y(mî=1))"} cos. 26 


MEZIZITT +: cs (m+ (2-1) + 0°, (me (mt) Y} coso +e. ì 


Per determinare le quantità e, e', Cc, C,, C:...0', Ci) Co &o. 
che sono tutte arbitrarie introdotte dalla Integrazione, facciamo 
in questa Equazione 2 = -., ed avremo riducendo 
n 
1 e e' 
——_——=z = ____ al 
1+7nc089 V(1—-7n°) n 


ca» [{o(Ete))ax o) 
(MED (MD Y] mr 


+ ; e( IO +c! (eSDy] cos x0+S0 | 


cos. @ 


Questa Equazione dovrà ridursi identica se n=0; sarà dun 
que e'=o0, el inoltre d 


ovranno esser nulle tutte le quantità c,, 
tindar 


-&c. per motivo della n nel denominatore; e sarà anche 
e=1. Previe queste determinazioni s sarà 


Li > 
m+ così © — V(m=1) (1+ci(m—V(2°-1))—cos. 9 
ci(m-V (mî-1)) cos.29....+ei(m—V(mî1))' c08x9+ o; 


Facciamo adesso 


m_-V(m-1)=y 


” 
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1+9° è 3 st 
e sarà 72 ii i sostituendo questi valori, e moltiplicando per 


: n La 
V(m°- 1), si avrà trasportando nel primo membro l'unità 


' c 
y+ cos. ? = -— = cos.g--- y 005.26 
2 


RO ALA 
y+2ycos.p+1 


Cia —° y°Icosn o... 
-—-— g008. 5... gra 


e posto p=0 


1 
14+Y 


=Ii-y4+9°—&o... Ey°7= &o. 


onde c',= 2, ove il segno superiore dovrà prendersi ‘e x è pari, 
e l’inferiore se x è dispari. 
Quindi sostituendo, e conservando ad y il valore convenuto, 
si avrà 
1 1 E 
——_—_— =, — | t-29cos.$+29°008,2 
m+ cos. V (mi [ SJ COSTI . 
— 29° cos.5 +... 29° cos.xgF&o. | 


STU: 1—yc0s. 6 
— V(mî-1)1+ ycos.6 


purchè nella evoluzione di questa frazione per le potenze di 
cos. , si pongano gli esponenti di questa quanti tà come multipli 
dell'arco 6. 


XXI 


Potremo adesso con somma facilità svolgere in una serie ordi- 


4o 


nata per i coseni degli archi moltiplici una potenza qualunque 


1 È 4 i 
. Abbiamo infatti 
n+c0s. 0 
1 1 
A gol tai o. GA Ci 
(71+ 05.9)" 1.2.3...(n-1)  m+005 0 


dm 
dove prenderemo il segno positivo se 2 è pari, ed il négativo se 72 


Mae m_-/(mM_-1))". ‘ 
è dispari. Ed essendo = 2 (mv 21)" ;1 termine generale 


V(m°— 1) 
dello sviluppo di chiamando B, quello delia fuazio- 
m+C08-0 3 
ne —!__, sarà nel caso di 7 pari 
(m-+cos. 6 )* 
310 Pipino Bse REA oi 
ài 1,2....(N—1) V(m°-1) 
dm' 
e nel caso di 7 dispari 
"2 . (2-V(m-1)) 
ci eud Cn 
B Fra(a1) V(mî°-1) 


dm" 


Ove il segno superiore converrà ad x pari, © l inferiore ad 
x dispari. 
Avendosi parimente integrando da g=0 fino 6=7 


pre 
m+ così  V(m-1) 


sarà tra ì limiti stessi 


4i 


ii i rp 

È m+ COS. 9)" A 1.2.3, (a71) V(m) 

( Gue 
dm" 


Ove il segno superiore conviene ad 7 pari, e l’inferiore ad 
n dispari. 

Questi risultati sono di poca utilità sotto questa forma, spe- 
cialmente se 2 è un numero un poco elevato; ma vedremo in se- 
guito il modo di ottenerli sotto un più comodo aspetto. 


XXII. 


Noi ci siamo fino ad ora occupati della evoluzione in serie 
per i coseni degli archi multipli di 9 di alcune delle più sem- 
plici funzioni comprese nella forma generale F (m+cos.g). Ma 
se vorremo esaminare con maggior generalità la natura dei proble- 
mi che ci occupano, consideriamo la funzione F(m+cos. e), e 
proponghiamoci di svolgerla in serie per i coseni degli archi 
moltiplici. 

Noi abbiamo, come è noto 


®y_1 — ®vV-t 


e e 
2 


cos. ®© = 


(Vini 
Quindi, se per maggior semplicità faremo e =a,sì avrà 


= 1 2 
cos.g=3 (a+) 
È E LEO 
e la funzione F ( m + cos. 9 ) diverrà Flm+4(a+-) ) 
a 
la quale dovrà svolgersi in una serie ordinata per le quantità 
1 1 
_ hi _ 
> a = &c. 
6 


a+ 


Abbiamo per il Teorema di Taylor 


F (m+5(a+ 3)) =Fa+(a+ 1) Pasi(a+3). Pn 
+pgzle+iy E air 
1 INFO m 
er (a) taria sia 


n Pa 


Ei Nel caso di 2 pari il bi- 


teo 
ove F© m indica la quantità a” 


nomio (a + @) conterrà un termine medio indipendente da 2; © 


sarà questo termine medio 


Ed in questo caso medesimo, i termini equidistanti dal medio 
. . 3 . . 
contenendo le medesime potenze di a. e di — moltiplicate per uno 
: si . . . 1 
stesso coefficiente , sarà il termine generale dello sviluppo di (a + 3) 


a da 1 È 
ordinato ‘per le quantità a + —, a? + vo &eo. della forma 


qn-2h 
i 


Nel caso poi di 7 dispari, questo termine generale sarà della for- 


ma stessa, ma nel totale sviluppo mancherà il termine medio indi- 
pendente da a. 


1 
a 
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Con queste riflessioni, potremo molto semplicemente ordinare 
la serie. 


; :F° 
r (n +3(0+>) = F (m+ (a+) EZei(+7 —" 


1 Pm 


+3 +7) Ta” + &e. 


ità 1 a+=,4+4, &o E 1 
per le quantità a + 730% + 70% + gi: S® supponendo 


F(2+5(c+7)= A+ZA.(a+1)+4A.(a'+7) 


1 
I RA 
+1 A(d+% 


+. i+ An (a+) 


Facilmente troveremo che i coefficienti A, A,, A........ A, sono 
determinati dalle seguenti Equazioni 


di uv VI VIII 

A=Fn2+? dr F gt da Pc 2 E LEE 
23 PISO CORO Le) arida 48 vat 

A, a Fn wai "am BEE. Fran CR 1 Fui m 

2 2 = 23 23.3 25 2°.33.4 27 dre 

A,_:Fa_ 1 -Pn 1° Pn 

etti cai 204 g a tessere 

(K) A,_ 1 Fr 1 Frm 
es 

2 2.3 23 2.3.4 95 

A, an 1 F* 1 Fe) 

DI 2.3.,.x 2° 2,3, 09) gr 


hh î, 
XXIIL 


Queste serie possono facilmente verificarsi, facendo attenziono 
ad una legge generale che regna tra i coefficienti A, A,, A....A,. 
Avendosi infatti 


A È se 
F(m+ (a+ 7))= A+5(a+7)A +32 + ate 
L 5 : 
+ 3 (+ O in 
sarà, differenziando rapporto ad @ 


3 (7) (+ i(0+7)) =3 (a-1) A. +î(a'- Z)A. 


+2 (00 D)A, +. 
+ È (A. 
ma si ha ancora 
ACRI O rar 
na (a+ E ito 


Quindi sostituendo nella formula precedente questo valore di 


osserviamo adesso che qualunque sia 7 abbiamo 1 


1 1 1 1 
Li gta -—|\-gatHt:= — pa 
(e +7) ( 3) = an! na #) 


e facilmente vedremo che la nostra Equazione si trasformerà nella 


seguente 


+ (0+1)( as" =) An + &o, 


(dA dA, 1\{dA, dA, 
= - Liar 
3 (e a) jan” del eh(e- dee dm Le Soa i 


L MH 1 (dA, dA... 
-t(« Pt + &o 
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si 1 
Confrontando adesso i coefficienti delle quantità a — <> è 


1 
a To &c. ottefremo 


CEI 


sita dA, dA 
2(x+1)A said +1 
Equazione alla quale soddisfaranno le serie (K) che nel prece dente 
articolo abbiamo ottenute (xx). 


XXIV. 


Ma se vorremo conoscere più da vicino Ja natura delle quan- 
tità A, A,, A, ...1....A,, 6vvero delle serie (K) che le 
rappresentano, e la scambievole loro dipendenza , prendiamo a 
considerare la serie infinità 


F' m y? Fm y? FU m 
z=Fm+y>y a tt a gio ialito 
L) (2h) 
n S Là - ko. 


2.33.43 238 


Se la confronteremo con la prima della serie (K), vedremo che nel 
caso di y = 1, sarà z = A. Differenziando il valore generale di 
z rapporto ad y, avrettio 


pi 


dz Fm y PF” m A FP" m 
| ab Fata ang gf © 


Se vi faremo y = 1, paragoneremo il resultato con la seconda 
delle serie (K); troveremo 


dr 


onde 
= 2? 4) dm 


purchè sì faccia.y = 1, dopo le differenziazioni, Con questa me- 
desima condizione si avrà 


pi 1 Fx 1° Fm 
Da Ro I +e 
2.50 72° 2°5.4° 2° me 


METIC 
— 2 dm 
disc. A Fm 1 Ema 3 GA; 
(72) 9,3% 8° 2.3.4 ao 2° fat 


e generalmente, nel caso di y= 1, 


Cava eda 
dy gue dm* 


A, = gf” (Ex dm" 


dy” 


e quindi 


Pertanto tutto consisterà nella ricerca della somma della serie 


Fm y Fm 
a=Fm4+y n seul SIICICICICIE 
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XXV. 
Abbiamo trovato che il primo termine A è determinato dalla 
serie 
104 148 
Acta la + lA tebeie eni 
2 a Phi 2°.3* 2° 


Da questa espressione , immediatamente otterremo gli Integrali de- 
finiti di una qualsivoglia potenza del coseno. Abbiamo infatti, in- 


tegrando tra i limiti @=0, 0=7, 
A =fE@a + cos. 6) dp 
r 
ovvero 


A = Fm+ /cos. p. do. Pm+ cose) de . Fm 
+ tica de .F°m+ &o. 


ove gli integrali devono essere estesi da p= 0 fino ag =. Con- 


frontando questo valore di A col precedente, sarà , se i è pari 


h h 
flo d= 3 (G+1(+2). h 


e se h è impari 


1.2.3, 


cos. pdp=0 


con questi resultati, più facilmente giungeremo alle proprietà della 
serie 


Fm 


a * &o. 


suFaty.12. yi Fm 


dalla quale dipendono tutti i coefficienti ARR An A, 
della espressione 
F(m+cos. gp) =A + A. cos.p+A, cos.20+.. «+ A,008,0 @ + 


XXVI. 


Ed infatti, abbiamo primieramente 
A u? c08. © 
F(m +ucos.p)=Fm+u cos. gp. Fm+ —— Fn 


Ù CI 
—U aa F”m + &o. 
2. 


moltiplicando per d @, cd integrando tra i limiti = 0,p=rsiot- 


terrà, dividendo per 7 


SF (m+ucos.g)d@ , Fm ww Fm 
= Fn+4et. — +4. 
LI 2 2° 2 
6 VI 
u Fm 
ra le + &0. + dit 
u Fm 
na —o +. x x à 
93.5... h> 2 


ciò è facendo u= / y 


(Fn+vy.cos.®) ERI, PS 3 a e 


la quale infinita serie è identica con quella che esprime il valore 
di 2. Sarà pertanto 


14 
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_SF(m+yy-cos 9 ). 


n 


do 


integrando al solito tra i limiti @9—0, 9 =. 

Ottenuto il valore di 2, facilmente avremo quello del termine 
generale A, della serie che esprime la funzione F(m +(cos.@) svolta 
per i cosenì degli archi moltiplici. Abbiamo infatti veduto es- 


sere (xx). 
n Ynsog (7 Pa) dm” 


parchè si faccia y=1 dopo le differenziazioni . Sostituendovi in 
luogo di 3 il suo valore, sarà anche 


sE amJ(£ Parv o: cos. © ) da 


Ciò è per l'indipendenza delle variabili 


ea { d'. f'dm'/F(m+vy y.co.g)do 
ve) dy° \ 
ove 1° integrale /F(m + y y . cos. 9) deve prendersi tra i limiti 
g=0,9=r, e dove deve essere supposto y=1, dopo eseguite 
le differenziazioni rapporto ad esso. 

Vedesi dunque che tutti i coefficienti A, A,, A,... A, dipen- 
dono da uno stesso integrale definito, e che gli uni dagli altri 
differiscono per le integrazioni e differenziazioni che sopra di que- 


sto conviene eseguire rapporto a due distinte variabili . 
XXIT 


Noi potremo avere il valore del termine generale A, anche 
sotto una più semplice forma. A tale oggetto riprendiamo le due 


Si 


Equazioni 
A ae ft (£2) 


RZ m+V y.cos 9 ). do 
n 


» 


poi avremo differenzia ndo rapporto ad y questo valore di 2, 


dz 1 pula da PAPI cos. 6 ) 
dy 2V9Y T 
moltiplicando per dm, cd integrando rapporto a dm, sì avrà, 08- 


servando che }” indipendenza delle variabili permette di posporre 
i segni sommator] 


dz 1 cos.g.d gF(m+V y. cose) 
fas ) dn=77; È 


Ca 


Ma nel caso di y= 1, abbiamo 


dz 
A,=2° 
a Sdm E ) 
Quindi sarà 


PE III MIA, 


T 


Differenziando adesso rapporto adyil valore di S( da Jia. 
Y 


‘avremo 


dz 1 e 
I (AE) dn i frode (mV gucc0 0) 


- "E ffos. ed eF(m+V y. cose i 
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ma tra i limiti e=0,0=r, si sia 


fcos.o deF(m+yy.cos.6)=V 9 S sen. 0:.d 0F(m+V y:c05.0 ) 


onde sostituendo, si avrà 
‘( 9) dm= —_ [ {sosgî=%n.9°} de.F'(m+V y.cose ) 
dy° 47y 


e Scos.a0.do.F (m+V y.cos.® ) 
479 


ed integrando rapporto ad 72 


PES) da 
dy 


ma, facendo y=1 dopo le differenziazioni, si ha 


2 d*2 
A,=92? : dm? 
4 ( A 


Quindi sarà 


.d9.F(m+yy-c05. 6) 


ag 19 dconi DI) 


x 


Avremo nella stessa maniera differenziando rapporto ad y il 


valore ottenuto di / * hi; SA s ) dm 
y 


Pie (LE) Lhrat cos.p.cos.29.doF' (m+V y. cos.p) 
d9 per VyY 


1 
— — / cosss6F J. COS. ì 
= Yi eF(m+v ui 


ma abbiamo tra i limitif=0,e=7 
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/ cos.ae.deF(m+ gy.cos. 6) 


Va S sen. o.sen. a 9 .dpF' (m+vVy.cos.?) 


Quindi sostituendo 


fl d'% RE 
/ ( dy° ) dm Sg 


— sen.dsen.20)do.F'(m+V y.cos. 9) 


ossia 


(CE an pi S cos.59.deF'(m+V y.cos.? ) 
8ryi 


ed integrando rapporto ad m 


dle 


nel caso di y=1, si ha 
A,=2/" (93) dm 
dy 


Pda” prsle-de Pas COS. 6) 


Cl 


2 - S cos.54.de.F(m+V y.c0s.9) 
nyi 


onde ancora 


così seguitando, dedurremo generalmente 


ne E one 1) 


n 


prendendo l'integrale da ®=0finoa?=7 
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XXVIII 


Questo resultato è generale, e per co nvincersene maggiormen- 
te, supponghiamo che siasi ottenuto 


PN Lì dn'=_ 


Avremo differenziando rapporto ad y 


mare .F(m+V y-cos. $ ) 


by 
E) da ca { / cos.h®.c0s.9.F'(m+Vy.cos.9) de 


Sf dy' a''ryi è 


a SJ cos.h®.d® F(+V y.cos.o ) 


Ma tra i limiti p=0,0=r, abbiamo 
Scos.hp.d@.F(m+Vy.cos.p ) 
Savoy 7 
i S sen p.ser.hp.F(m+V ycosp ) da 
onde sostituendo 


di'z 
n Tp) È eta SJ (cone. cos.h@ 


— sen.p.ser. ho)do.F(m+V y.cos.g ) | 


= / £08(h+1)9. do.F'(m4uVy. DE 
ar. 
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ed integrando rapporto ad wm 


(ae f cos.(h+1)9.dpF(m+V y.c0s.9 ) 


RA PIZIENOTA 


dy**' 


Pertanto questa formula verificandosi di ordine in ordine, ri- 
mane completamente dimostrata. 


XXIX. 


Ta forsiula Aziua f 01 Mo: FE (+00) 40 


potrebbe an- 
T 
che ricavarsi da una semplicissima considerazione. 


Abbiamo infatti 
F(m+cos.e)=A+A,cos.6+A,cos. 20+A,co0s.59 +... 
+A,cCos.acp+... 


Moltiplicando per cos. x $ ; ed integrando tra i limitig=0,g6=7, 
sì otterrà la quantità / cos.x06.F(m+cos.p)d@espressa per una 
serie di termini della forma 


A, f cos.x@.cos.h8.dg 
ma si ha 
cos.(x+h)p+cos (o—h)p 


T 


cos.x p. cos. hg= 


Quindi questo termine generale farà 


A sen. (a +h)0 _ sen (o—h)0 
3 e+h x—h 


Se adesso prenderemo questa quantità nei limiti convenuti, i 
termini tra le parentesi saranno sempre = 0, meno nel termine 
della serie ove x = A. Per questo caso infatti esiste il termine 


sen.(e—h)9 


xa— h 
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il quale sebbene sia °. allorchè x=h, pure ha un valore deter- 
o 


minato, che trovasi con il conosciuto metodo essere = @; quindi 
nel caso nostro diverrà il solo termine che nella serie non si annulla 


T 
— A 
2 


Sarà dunque 


fcos.lhg.F(m-+cos.9)dp= = A, 


ossia 


Ab a cos.shgF(m+cos.9)dp 


XXX. 


Nel cercare le evoluzioni delle formule Zog. ( #2 + cos. g)d © 

1 
m+ cos.P, 
assegnare per i termini generali dei respettivi sviluppi altrettante 
Equazioni differenziali da cui dipendono. Per tanto a queste Equa- 
zioni dovranno sodisfare questi termini generali sotto la forma quì 
sopra assegnata, ossia sotto la forma d’integrale definito. 

Per vederne qualche esempio, consideriamo la Equazione 


&c. siamo sul principio di queste ricerche pervenuti ad 


d' A, m dA. 
Pa = 


dm? m-1 dm 


A,=0 


che rappresenta il termine generale A, dello sviluppo di 
log.(m +cos.@). A quella Equazione dovrà per tanto sodisfare 


fe S cos xp.dplog.(m + cos @) 
T 


Abbiamo infatti, intesrando per parti 
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dh o ì {ORTA 
và sen. a @log. (m+ cos.9)+ S aa o) 


quantità, che dovendo esser presa tra i limitig=0,9=7sì riduce 
manifestamente alla più semplice forma 


Sd PSPNIN feno ea Pd 
2 x m +c0s.® 


e nuovamente integrando per parti, si avrà 


A ‘1 mcos.o+1 
n —L=-_ fc09. 09. Leone dp 
a 0 (im + cus.g) 
ossia 
2 m COS.0 +1 
A,= f 008.0 pg STO 
1.0 (2 +c0s p) 


Parimente avremo 


dA, _ 2 dwp.cos.xè 


_ 2 -de.cosx®(m+cos.®) 
—_S 
dmn Li m+ cos 0 


T (m+c05. ©)? 


d'A, _ de.cos. mg 
CE (m+c05.6)È 


E sostituendo nella proposta questi valori, si perverrà ad un 
resultato identico. 

Abbiamo di sopra trovato (xxm) che trai coefficienti dei co- 
seni degli archi moltiplici ha generalmente luogo la Equazione 


2(0+1)0x+2A, = dA, dA 


dm dm 


Pertanto a questa Equazione dovrà sodisfare 


A,= - S cos.ep.dp.F(m+cos.9) 
di p 
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Abbiamo car 


A. = f 008 (x+1)9.do. FT(m+cos.9) 
cioè integrando per parti 


Ao 3. er (e+1)?, F(m+con.0) 


T XCÒTtI 


. 2 /sen.(0+1)p. sen. p. F' (m+ cos. 9) d9 
+1 


che per le condizioni si riduce 


2 


Aa dop.T" 
= i fsen (x+1).0. ser.9.do.I" (m+c0s. 9) 
Si ha inoltre 

; dA f cos. x®.F(m+cos.9).d p. 

1 


ia dAa =f cos.(r+2)9. F'(2+cos. @).d p. 
2 dmn 
Quindi sostituendo questi valori nella proposta Equazione, avremo 


rà 


i) 


SE fpestsond.4t9 a. sen (x +1)9.sen.@ —C05.4 6 +0C08 (x+2).66 =o 


resultato identico, poichè si ha 


cos.x © —-C08.(X+2)® 
E IA 
2 


sen. (x +1)9.se2.9= 


Potrebbesi ancora rappresentar 1’ Integrale di questa Equa- 


zione, e di tutte quelle che svolgendo le funzioni /og.(m+cos.9), 
1 A . 
Gato? &c. abbiamo ottenuto, prevalendoci della formula 


ri 


Diani (d' [*dm'/F (m+ yy cos. p)dp} 
Tè dy ) 
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J 3 3 ‘i 
ove 1° Integrale SF (m + yy 005.9) d'o deve esser preso tra 
i limiti è = 0,6 =r;€ dove, eseguite le difforenziazioni rapporto 
ad y deve supporsi y = 1- Abbiamo infatti trovato (xxv1) questa 
espressione per il termine generale A, della serie 


+ A,C0S.006+... 


F (m+ cos. 9)= A+ A, cos. + A.cos.3 9 +. 


Ed abbiamo successivamente (xxvn) dimostrata 1 identità della 
formula 


ar faef*dm SF(m+ yy. con 0) d 0) 
Ù dp \ 
con l’altra 
2. [cos xe-dg.F(m+cos.e) 
” 
prendendo l’ integrale da é=0 sino a p= 7. 


XXXI. 


Abbiamo pertanto dimostrato che data la formula T(m-c05. 0) 
da svolsersi per i coseni degli archi moltiplici di è in modo che 
si abbia 


F(m+cos.p) = A+A cossp+A.cosag+....+ A, cos. g9 +... 


il termine generale A, è rappresentato dalla Equazione 
2 
A,= 7 /008.v6.de F(m+cos) 


integrando tra i convenuti limiti. Questo medesimo resultato sì ot- 
terrà quando più generalmente prenderemo una funzione della forma 
F(#m,@) da svolgersi in una serie analoga. Egli è facile infatti il 
convincersi che il ragionamento impiegato (xx1x) per jassegnare il ter- 
mine generale dello sviluppo della funzione 1 (2+ cos. 9) è affatto 
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indipendente dalla indole di questa funzione stessa, e si applica 
a qualunque formula dipendente da 9 . Se dunque faremo 


F(m,0)=A+A, coso + A: COS.2 P ++ A, COSSEPA 0 


Sarà il termine generale A, assegnato dalla formula 


A,=-2-/d9. cos.xg.F(m,9) 


iptegrando tra i limiti 0=0,9=7. 


Prima yer altro di applicar questo metodo a qualsivoglia fon- 
zione è necessario assicurarsi della possibilità di ridur!a in una serie 
della forma assegnata; poichè, omettendo questa precanzione , si 
troverebbero spesso, per i coefficienti dei coseni degli archi multipli, 
valori infiniti, o imaginarj, appunto come accade nei casi in cui 
la serie di Taylor è in difetto. 


XXXIL 


Per dare un semplicissimo esempio di questo metodo, propon- 
ghiamoci di svolgere l'arco @ in una serie ordinata per i coseni 
degli archi moltiplici. Sarà F(m,@) —9, € quindi il termine ge 
sperale A, sarà determinato dalla Equazione 


A. 2 [o do. cos. x © 


integrando tra i limiti stabiliti, Ora si ha 


fodp.cos a pa oli [do . sen. x? 


Li 
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che per le condizioni si riduce ad 


fede. cosa d = — 2 fapsonzo=" (08.271) 


sarà pertanto 
2 


A,= = (cos. — 1) 


T. 


Quindi apparisce che nei casi in cui sia x pari sarà sempre A,=0; 
e se sarà xa dispari =2 2 + 1, avremo 


Aa = 


Sostituendo questi valori nella serie 


g=A+Ac0s.9 +A, c08.2 @ + 


otterremo immediatamente, osservando che i E = z K 
T 
ii 1 ) 
g= 3 7\0059+g 008 359 + 750058.59 nai po+- 


serie sommamente osservabile, e convergentissima , poichè qualunque 
sia @, si ha sempre cos RP <= 1. 


Facendovi £= 0, otterremo 


Lisi 1 1 1 ì 
Tmg+ + a tate 
ni a 2 a 


3: 5* 7° 9 
resultato che abbiamo per altra strada ottenuto (xvi) je che Euler 
il primo riconobbe, deducendolo per induzione dalla decomposi» 
zione della formula e* — e-* nei suoi infiniti fattori, 


Se in luogo della prima potenza dell'arco @, sì volesse la evoluzione 
di una qualunque potestà m dell’arco stesso, in modo che fosse» 
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o*= A+A, cosp+A. COS.OP+, e. FÀ COSTA tt 


si otterrebbe il termine generale A, dalla Equazione 


A,=3/ dp.cos.x © 
T 
purchè le integrazioni si eseguiscano tra i limiti g=0,6=7. Ab- 
biamo integrando per parti 


M sen. x m m(m-1) 


fedpcosswo=" Pa po. cos. p=- —_ —/p"*.dpcos np 


dalla quel formula mediante le successive sostituzioni, troveremo 
nel caso di m pari 


Sordo. cos.w p=senwo( “ par 


on_m(m-1) iu (m-1) (m-2) (m-3) enito. ) 


PE 


COLTE (E gui MMM) i, M(M-1(M-2)(m-3(m_4) 


zar SS TT Ra; 


Pr 


Pe m(m-1) (m-2)....:1.:3.2.% ) 


; è è e Rea gie . 
ove il segno superiore conviene nel caso di — dispari, e l’inferiore 
2 


sa my, è : î 
dovrà preferirsi se — è pari. Prendendo ora questo integrale in- 


definito tra i limiti determinati é0= 0, a =, avremo moltipli- 
2 
tu) 7 sai 
cando pe Ai 


2 » ma”? m(m_—1) (m--2) a 

#14 do. cosxp=r2 nin a 

6 Enea Pm) 39 
a 


3, m(m-1)(m-2)(m-3)(m-4) 5° 
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dove nel duplice segno premesso alla parentesi dovrà scegliersi il 
positivo se w è pari, ed il negativo se a è impari. Questa espres- 
sione rappresenterà il valore del termine generale A, nella serie 


"= A+A, c05.@ + A. 008.2 9 + un + A, CES. Pt 


ed essendo A sy a tra i limiti p=0, d=7, sarà 


Lal 


—_ 1 n 


miti 
Pertanto sostituendo questi valori nella nostra serie, avremo 


Pa = «a 2 ma” — m(m-1) (m_-2) 7° 


+ m(m_-1) (m_-2) (m_—3) (m_-4) a”— &e. cos. 


(mu? m(m—-1) (m-2) _,, 
23 2* T 


Lr (m_-1) (m—-2) esa) (m_4) 1° Za h) 


+2 


mr? _m(m-1) (m-0) i 
— 2 3 GE, 
4 2 (1-1) (272) I (74) TT go, | cos, 5 © 


{ ma”: _m(m-1) (m_-2) sr 
cs Dei 


ui fer) (ed) 9) (a-9) 20 Lada se] cos. x 


= &o. 
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Se in questa Equazione si farà d=0;e si ordinerà il resultato per lo 
potenze di 7, il che molto semplicemente potremo eseguire, essendo 
le simili potestà di 7 tutte verticalmente disposte, e con lo stesso 
coefficiente in m, si avrà 

nr 


oz —— — 32m 


met 


2 
+2 m (m—-1) (m_-2) . a" 


—2m(m_—-1)(m—2)(m—g) (m—-4) nt-5 1-7+ L_ # + te} 


+ &c. 


Equazione che a priori dimostra le formule per induzione ottenute 
da Euler per la somma generale della serie infinita 


1 1 I 
sr gr 


Se nella Equazione (B) si facesse 2=2, avrebbesi 


n 


Boh 


i ($ 1 
FEE 3: isa 4° &o. 
Risostituendovi questo valore, e facendo quindi successivamente 
m=h, 6, &c. si otterrà la somma della serie (C). 

Questi resultati appartengono al caso di m pari: se ne otter- 
rebbero dei simili se si fosse supposta 72 dispari; non ci tratter- 


remo a svilupparli, poichè non presentano nessuna difficoltà. 


1 
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XXXIII 


Da general funzione F.@, che abbiamo veduto (xxx) potersi 
ridurre in serie ordinata per i coseni degli archi moltiplici, facil- 
mente potrà ancora svolgersi in una serie che proceda per i seni 
degli archi stessi. Ed in infatti se col segno 2 A,. sen.h 9 deno- 
teremo la quantità 

A,seng + A.sen29+A,5en59+w 
noi avremo 
F.p=A+5A,scemhop 
ove il primo termine A sarà sempre conosciuto , ed eguale a 


F.gove sia stato fattog=0. Moltiplicando quella Equazione per 
sen. x © - dg, ed integrando, si avià 


J sen. xp-d0.F.9= — LA. cos.xg +£.A,.fsen.hop.sen.xp.d9. 


Se ora prenderemo questi integrali tra i limiti P=0,9=7, è fa 
cile il vedere che in queste supposizioni sarà sempre 


Ssen.h®.sen.x9.do=0 


meno nel caso in cui sia A=x. Si ha in questa circostanza 


VICZIEZD) -do= i 


e quindi la quantità 2. A, J sen .xpsen. hoed@si ridurrà al ter- 


n .__ T 
mine unico — A. 
2 


Pertanto apparisce che la Equazione 


SF.p. senvode=-1 A.cos.ep+ZA,.fsen h. sen x 0.d9 
9 
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si trasformerà nell’ altra 


alp 


fsenxo.dp.F. 9= 


Ld 
(1200855) sea A, 


A,=I { senz. dp. F.@ 


Quindi nel caso di x pari 


e nel caso di x dispari 


2 A 
A,=—fsenxg.do.P.0-4-,7 


XXXIV. 


Riprendiamo 1’ esempio superiore, e vogliasi l'arco p svolto in 
scrie per i seni degli archi moltiplici. Facendo 


P=A+A, sen. 9 + A;se2.2 Q+ + A, sen.x Pt 
sarà in primo luogo A=0. Avremo inoltre F.9=9; e quindi 
A,= 2_[.sen. xp.d p.Fo= 2 fo d p. sez. x pi 


integrando tra i limiti g= 0, p= 7. In queste supposizioni , 
abbiamo 


Jodo.senzp=— 1. cosar 


e pertanto 
2 . 
A,= ——.C08x 7 
x 
DIS . . 2 e È . 
cioè nel caso di x pari, A,=——; e ne) caso di wdispari, 
% 
2 
A=i 


5° Sostituendo questi valori nella serie assegnata, otterremo 
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5 1 

®=senp— senz p+ teso. 50 — sen 4 9 + e. 
2 9 5 4 


serie conosciuta, 


T gt, 
Se faremo 93-73 al quadrante, sì avrà 


serie parimente nota, e di cui il primo inventore è Leibnitz. Se 
si volesse una qualsivoglia potenza dell’ arco svolta in una serie 
di questa forma , opereremo come abbiamo precedentemente fatto 
(xxxu) allorchè la serie assegnata procedeva per i coseni, e giun- 
geremo ad espressioni egualmente osservabili. 


XXXV. 


Con questo metodo stesso si potranno mettere in evidenza dei 
“nuovi rapporti che passano tra le differenti funzioni del Circolo, 
dai quali rapporti vedremo discendere come casì particolari tutte 
quelle interessanti, e curiose espressioni ottenute per induzione 
dall’illustre Euler per rappresentare in serie la Periferia circolare, 
e le relazioni che passano tra questa ed alcune sue determinate 
‘funzioni. Ad oggetto di evitare una soverchia complicazione ci li- 
miteremo ad indicare i resultati più gencrali,e più osservabili che 
derivano dal metodo usato, poichè la di lui uniformità ci dispensa 
dalle più particolari ricerche, alle quali ognuno potrà supplire. 


XXXVI. 
Proponghiamoci primieramente di svolgere il seno dell’arco @ 


in una serie ordinata per i coseni degli archi moltiplici . Ponghia- 
mo quindi come precedentemente 
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sen gp = A +A;cos.p+A, cos.29+ A, cos. Sp+..+A.c058ad+ 


noi avremo (xxx1) 
2 
A,=—/sen. 9. cos.xp.d® 
n 
integrando tra i limiti f=0, g=r. Abbiamo, come è noto, 


sen.(c+1) p—sen.(0—-1)9 
2 


sen. . cos.x p= 
e quindi anche 
2/sen. pcos. x © dea, cos. (x+1) 9 + —1 cos.(x-1)0 
+1 e_1 


e facilmente vedrassi che nelle condizioni stabilite si avrà nel caso 
di x pari 


4 
2/sen.p. . * = _ 
S sen. p. cosa .dg ei 
e nel caso di x dispari 
2 / sen.p.cos.xp.do=0 
Quindi se x è pari, avremo A,=— 4 ;esexa è di- 
r(x°-1) 


spari, sarà A,=0. Abbiamo inoltre 


a=penedo 2 


e quindi sostituendo si otterrà 


resultato assai singolare. Ne dedurremo 


dalla qual serie ne deriveranno infinite altre tutte convergenti per 
calcolare il valore di 7, poichè qualsivoglia valore abbia @, è 
sempre cos.hg <1. Se faremo $= 90°, si ha 


T_-2 1 I 1 


4 i Wi 671 


Facendovi g9=0, avremo 


1 


Foa sete 


cioè aggiungendo con la precedente, otterremo 


serie convergentissima . 
Se nella serie ottenuta 


I 1 1 
— = + + 
2 2-1 4-1 6-1 


tre.. 


trasporteremo nel primo membro prima un termine del secondo, 
quindi due, tre, &e., avremo riducendo 
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La quale eapressione , offrendo la somma di una nuova serie, 
porge il modo di sommare un numero qualunque di termini della 
serie proposta 


s: tr gute + alii 
= — - sarto = 
a(e1) 2î-1 &-1 6-1 (e=2)}-1 


Si può verificare la serie trovata 


nella seguente maniera. Cerchiamo la somma U della serie 


9033! L'ealiti 20641 0841 
O= —— -, *ect SE + &o. 
2-21 4-1 —I 1 


noi avremo differenziando 


cali =a Sidi dia &e.—x arc.tang.® 
da her 6-1 8-1 7 ri 
Quindi integrando 
U=e+/xdwarc. tang.x 


ove e è una arbitraria. Noi abbiamo 


a li 
fxdx.arc.tang. xe=  aro.tangio— L (_£ ha 
2. 2 1+03° 
a 
' Cai 
ed essendo =iI— —; sarà de ga arc, cang.%; 


1» + 1+a* 1+% 


zi 
cioè sostituendo 


1 
U=e+ L (xe +1)am.tangioe— 
2 


ove la indeterminata e sarà = 0, poichè U divien tale se x = 0; 
onde 


U (x°+1)arc.tang.x — % 
Li È 
2 


4 q-1 4-1 6-1 
come sopra. 


Se per una maggior generalità ci proporremo di svolgere in 
serie per i coseni degli archi moltiplici di 9 la funzione sen. 29, 
converrà far distinzione tra il caso di n pari, ed il caso di 7 di- 


spari. Sarà infatti il termine generale della serie assegnata 


A,= 2 | sen.n®.cos. cp.d? 
n 


cioè effettuando la integrazione tra i limiti 9=0, 9=7 


A.=-L_ fcos.(x+2)r-1} — : 
) 


r(xc+2) r(x-n) 


Supponghiamo adesso che sia n dispari. E evidente che in tal 
caso, se x sarà anch'esso dispari, avremo 


{cos. (c-n)r-1} 


A,=0 
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e se a sarà pari 


Aa 
LE tan) 


Ed avendosi inoltre 
‘ 2 
= .np.dgp=—— 
A- = ra seninp.dp Sa 


sì avrà sostituendo questi valori nella espressione 
sen:ng=A+A,cos.p + A.cos.2@+...+A, C05.09+. 


la seguente osservabile relazione per il caso di 72 dispari: 


2 1.92 cos. cos. 6 
incnp= SAR q reno, ida Lieatp 3, 
nT T on 4 - n° 6-n 
Facendosi f= 0, avrassi ° 
1 


serie che si converte nella precedente (xxxvi), facendovi 2= 1. 


. n . PS 
Se nella espressione ottenuta per ser. 9 faremo @= -7 siavrà 
9 


n 1 1 
n.sentr= 2 _-4n (li etico e: ) 
2 n aa Wen 6-n 


s n A ì 
ma si ha sez. — 7==1, ove il segno superiore ha luogo quan- 
2 


da, essendo per supp 


zione 2 dispari, cioè della forma 2% +1, 
sarà h un numero pari, ed il segno inferiore deve scegliersi se A 
è dispari. Con questa osservazione, sarà 
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Le cose precedenti appartengono al caso di n dispari. Vedia- 
mo adesso il caso di n pari. A tale oggetto riprendiamo il gene» 
ral valore di A,, che abbiamo veduto essere. 


I 


(n) 


Ca 


1 
r(a—_2 


A,=— {cos. (c4n)r1 } “ 


) {cos (x—n)v-1 } 


Egli è chiaro che essendo 7 pari, tutte le volte che sarà tale 
ancora la x, avremo 


e nel caso di « dispari, sarà 


fit 


r(x°— n°) 


Sarà inoltre il primo termine A determinato dalla Equazione 
1 
A=— fsenno.de 
bd 
che nel caso di n pariè — 0. Sostituendo questi valori nella serie 


sen.ngp=A+A,cos. o+A.cos.29+A,cos.50+.... 


si avrà immediatamente 


PA 
nicos.® __ cos.3 cos. 5 
4 420850 00850 , Bo, 
7 (1-08 5° - n° Sen 


Se da questa formula generale si volesse passare a quella in 
cui 2==0, si avrebbe primieramente 


senno _ 4 cos _ cosie _cos.5e 


+3 x _ +&o 
n r}1-n 5-n 5-n 
nel caso di 7—0, si troverà col conosciuto metodo clie la frazione 
SEN.N GY: fl da 
TTT ®diviene = 9; quindi si otterrebbe 


n 
10 


rh! 


cos.3d 29085 ; 
pf pones MESE LSS, de | 


Resultato differente da quello precedentemente ottenuto (xxx ) 
La causa di una tal diversità si riscontra nel primo termine A, 
il di cui valore abbiamo veduto essere 


x n n 


A- Senno. do _ 1 (onere) 


Quantità che non è =0 allorchè 2 #0; ed il di lei numeratore 
annullandosi contemporaneamente al denominatore, ne troveremo 
il valore differenziando questo, e quello rapporto ad 7, e facendo 
in seguito 2=0; ed otterremo 


An 
CT 


Converrà in conseguenza aggiungere al valore di g questo pri- 
mo termine omesso inopportunamente ; ed avremo come già sapevamo 


XXXVIII. 


iamo quì fare una osservazione assai interessante; ed è, 
che il metodo usato per ottenere questi sviluppi può aver successo 
ancora quando nella quantità ser.2sia 7 un numero frazionario , 


irrazionale, o anche trascendente. Se in fatti comunque sia 7 sup- 
porremo 


sen. ngp=A + A, cos.p+A,cos.29+......+A,c05.0 D+. 


sarà sempre il termine generale A, determinato dalla formula 


A, .= 2 ‘sen.n®. cosa ®,d@ 
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integrando tra i limiti 0= 0, p=7. Fffettuata questa integrazio- 
ne, facilmente si troverà 


get PRE Une! Ì -_,} 


Ù 7(2+x) | ) x(n-x) 


‘ cos. (2-0) 1-1 


ora si ha 
cos. (n+x) 7= C08S.x T. COS. RT 


cos. (n—x) T= C08. w 7. COS. NT 


Quindi sostituendo , avremo 


1 1 1 
A=-i cos. T.COS.nT—1 a wa 


n+x n_x 


cioè nel caso di x pari 


an 1 
A,=— (cos. 271) pa 
T aa 
e nel caso di x dispari 
2 
Ae (cosRt+1). ca 


Inoltre il primo termine A è assegnato dalla Equazione 
A =i senno. do 
Tm 
cioè, effettuata la integrazione tra i soliti limiti, 
A=--? (co 1 
SS snr—1) 


Sostituendo questi valori nella nostra serie, avremo 


1 cos. cos.h® cos.6 © 
senn®= — — (cos.net— an ji SEA È 
n Fa le0s nr 1) +2-M(cos.n 7 (FE +8 gir ) 
2 i A 
— 2 (cosnr+ 1) (LE cos die i cos. 56 + 8e. ) 
bi 1 


+ 
n  — n° 5 — n 
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espressione generale, dalla quale come casi particolari tutte le pre- 
cedenti derivano, come è facilissimo il verificare. 


XXXIX. 


Non solamente nella supposizione di 2 qualunque la funzione 
sen.n@è suscettibile di essere espressa in una serie ordinata per i 
coseni degli archi moltiplici; ma può ancora svilupparsi in una serie 
ordinata per i seni. Con l'esame di questo esempio, termineremo 
questa discussione della funzione sez. 2 p. Facciamo pertanto 


senno =A+A, sen.p+A,sen.2p9+A,scen.5p+...+A,sen x +... 
Facendo @= 0, troveremo A = 0; e dovremo determinare il termi- 
ne generale A, (xxx) dalla Equazione 


A,= 2 Jsen. n®.sen. cp.dp 


integrando tra i limiti p="0, g=r; poichè in questo caso man- 
cando il primo termine A, vien tolta la differenza che passa tra 
le due formule 


A.,= 2/ senxp.do.F.0 


Ssenxo.do.F.pt RA 


T.a 


la prima delle quali appartiene generalmente al caso di x pari, e 
la seconda al caso di x dispari. 


Facilmente si troverà nelle condizioni stabilite 


LL. SC. RT 
Ssen. np. sen xp9.do=£- rr 


avvertendo di scegliere il sesno superiore se x è pari, e di 


preferir l’inferiore se x è dispari. Per tanto con questa distin- 
zione sarà 


144 
« sen. nt 


A,=#2, (nor) 


Quindi sostituendo nella nostra serie, avremo 


seno 2.sen20 3. sen.3$ Lertt 4 30.) 


2 ( 
=— — sen. _— = i 
seninp= salta ne PIT na 23 PO) 32 n? 43 


ove n potendo esser qualunque, ne dedurremo il modo di calcolare 
il seno del prodotto di due archi qualunque 2, e @. 


XL. 


Abbiamo negli articoli precedenti assegnate varie espressioni della 
funzione ser. r0. Attualmente prendiamo a considerare il coseno 
dell’arco @, e vediamo di svolgerlo in una serie che proceda per i 
seni degli archi moltiplici di 9, in modo che sia 


cosp= A+A, sen pg +A;scn.20+A;sen3p+...... 


Ponendo 9 = 0, otterremo A = 1; Avremo inoltre , se x è 
XXIII) 


pari 


A,=7/ cos. p.ser x 0.d 9 
e se x è dispari 


A,=2 / cos. Qsenxp.dp— Pr 


xx 
Ma nel primo caso abbiamo, integrando nei limiti convennti 


2* 


o_1 


S cos. p.sen.x p.d p= 


e nel secondo 


Scos. 0. sen x9.do=0 
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sarà dunque nel caso di x pari, A, = Poerio nel caso di 


x dispari, A, ==, 


Tx 
Sostituendo questi valori nella serie assegnata, otterremo la se- 
guente osservabile espressione di cos. @ 


= 4 2 sen. 39 4 sen:5® _ &e, 
cos. e=1-_-{ senpe st peer 20+ a — N aa 4p 5 } 


Differenziando questa espressione rapporto a ®; sì avrà 


c0s.h 9+ c0s.5g — &C. ì 


7 7 sg 
e facendovi ® =_= 90%, avremo per calcolar la mezza Periferia 


circolare la serie 


nd de 6: _ 8 4 _g& 
4 2-1 pa GI Fal reti * ° 


dove x essendo della forma 2h +2, prenderemo il segno superio: 
re se & è pari, e l’inferiore se è dispari. Per altro questa serie 


non differisce da quella ottenuta (xxxvi); ed infatti può mettersi 
sotto la forma 


— 21-1+1-1+1= &o. 


1 I 1 1 


TER c pente sa Vai +. 
Ed avendosi 


1 
egli 


sarà sostituendo, come precedentemente (xxxvi1) 


2 1 1 1 


-e — + 


4 2-1 4-1 6-1 


- &o. 


